
第二讲：神经元
南京大学人工智能学院

申富饶



01. 神经元模型

02.

目录
C O N T E N T S

神经元的组成成分

03. 感知机神经元

04. 神经元的应用



神经元模型
生物神经元

MP神经元

01



生物神经元

生物神经元主要由细胞体、树突、轴突和突触等构成。



生物神经元

● 细胞体(soma)

Ø 神经元的控制中心，细胞核所在。细胞体的边界是细胞膜，细胞膜将膜内外
细胞液分开，膜内外存在离子浓度差，所以会出现电位差，这种电位差称为
膜电位。

● 树突(dendrite)

Ø 突触的其中一种。从细胞体向外延伸出很多树突，负责接受来自其他神经元
的信号，相当于神经元的输入端(input)。



生物神经元

● 轴突(axon)

Ø 突触的其中一种。从细胞体向外延伸出的最长的一条突起。轴突比树突长而
细，轴突也叫神经纤维，末端处有很多细的分支称为神经末梢，每一条神经
末梢可以向四面八方传出信号，相当于神经元的输出端(output)。

● 突触(synapse)

Ø 一个神经元通过其轴突的神经末梢和和另一个神经元的细胞体或树突进行通
信连接，这种连接相当于神经元之间的输入/输出接口(I/O)。



生物神经元

生物神经元信号传递过程：其他神经元的信号（输入信号）通过树突传递到
细胞体中，细胞体把从其他多个神经元传递进来的输入信号进行合并加工，
然后再通过轴突前端的突触将输出信号传递给别的神经元。



生物神经元



MP神经元

MP设计思路

1943年，根据生物神经元的结构和工作原理，麦卡洛克（McCulloch）和皮茨
（Pitts）提出几点假设：

Ø 每个神经元都是一个多输入单输出的信息处理单元；

Ø 神经元输入分兴奋性输入和抑制性输入两种类型；

Ø 神经元具有空间整合特性和阈值特性；

Ø 神经元输入与输出间有固定的时滞，主要取决于突触间传播的延迟；

Ø 忽略时间整合作用和不应期等；

基于这些假设，抽象出一个类神经元的运算模型，称为M-P模型。



MP神经元

MP模型结构

● 输入：� = �1�1 + �2�2 + … + ����

● 输出：y =  0     � < 0
1     � ≥= 0   ) 对应图中� = 0)



MP神经元

MP模型特征

● 二值网络（binary：fire-1, or not fire-0）：自变量及其函数的值、向量分量的值只取0
和1的函数、向量。

● 由有方向的、带权重的路径联系

● 权为正：刺激； 权为负：抑制；

● all-or-none：每个神经元有一个固定的阈值，如果输入大于阈值则fire

● 绝对抑制：阈值被设为使得抑制为绝对的，即非 0 的抑制输入将阻止该神经元兴奋

● 花费一个时间单位使得信号通过一个连接



MP神经元

MP模型特征

● 固定权重和阈值（用户指定），每个神经元可提供一个简单的逻辑函数

● 输出变为兴奋（fire）状态：接收到k个或者更多的刺激输入，没有抑制输入

● 采用离散时间，能够使用MP模型来模拟有时间延迟下的物理现象

● 任意命题逻辑函数都可由一两层的MP模型计算

● 所有的命题逻辑函数都可以用MP AND逻辑门、MP OR逻辑门、MP NOT逻辑门予以表
达和实现

● MP模型具有神经计算模型一般和普遍的特性，可表达一般人工神经网络的赋权联结和相
对抑制



MP神经元
● 大部分神经网络的神经元结构都采用MP神经元的多输入单输出模式

● 多输入单输出的神经元通过不同的连接方式构成不同类型的神经网络

● 神经元内部对数据进行简单的线性或非线性变换实现对数据的拟合；神经网络通过整合多个神经
元实现对复杂任务的处理

 



MP神经元示例：简单分类器

● 使用一个MP神经元实现简单分类器的功能

● 分类数据：

 �1 �2 �
0.2 0.3 0
0.2 0.8 0
0.8 0.2 0
1.0 0.8 1



MP神经元示例：简单分类器
● 输入：�1和�2（2维输入）

● 输出：正确的类别

● 神经元实现：

（1）通过�1 ,�2接收两个输入，在这里设定两个权值都为1.0

（2）计算过程：

        a.计算网络输入u, � = �1�1 + �2�2 = �1+�2

        b.使用阈值函数确定输出y，设定阈值为1.3



MP神经元示例：简单分类器

● 使用这个简单分类器，现在就能够检查它的性能。

● 对四个输入，神经元的输出结果如下表所示：

 
(�1, ��) � �

(0.2,0.3) 0.5 0

(0.2,0.8) 1.0 0

(0.8,0.2) 1.0 0

(1.0,0.8) 1.8 1



MP神经元示例：简单分类器

● 神经元根据预先设置的 � = 1.3 的阈值函数，可以对数据进行正确分类。

● 阈值函数的位置定义了两类，� = 1.3 决定一个分类界限可以表达为

� = �1 + �2   = 1.3

�2   = 1.3 − �1

 

• 分类界限左下标记为0

• 分类界限右上标记为1



MP神经元的发展
● MP神经元是当下应用最广泛的神经元，他的设计遵循Occam’s razor理念，简

单的结构让其在很多任务中都减弱了过拟合的影响。

● MP神经元后来权重变为连续形式，作用在更多的连接结构中（例如卷积结构，
循环结构等），对应的神经网络模型更是五花八门。

● MP神经元也是延展性最好的一种神经元，研究者就生物学理论和非线性理论提
出过很多种神经元模型，例如脉冲神经元和乘法神经元，但往往因为过于复杂或
者因为计算量过大难以集成成神经网络，目前MP神经元也是在深度学习中应用
最广的神经元。



神经元的组成成分
信息整合-激发

设计新型神经元
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神经元的组成成分分析

1. 来自其他神经元的输入信号（�1 , �2…, ��）

2. 每一个输入信号都有一个与之对应的突触权重（  �1 , �2 ,  …, ��），权重的高低

反映了输入信号对神经元的重要性

3. 信号整合（∑）将经过加权的输入信号相加，生成一个"激活电压"

4. 激活阈值（�）给神经元的输出设置一个阈值

5. 激活电位（�）是信号整合结果和激活阈值之差，如果� ≥ 0，神经元产生的就

是兴奋信号，如果� < 0，神经元产生的是抑制信号

6. 激活函数（�）将神经元的输出限制在一个合理的范围内

7. 神经元产生的输出信号（�），可以传递给与之相连的其他神经元



神经元的组成成分分析

模拟生物神经元的整合-激发过程

Ø 整合过程

Ø 激发过程

� = �(�)



设计新型神经元的思路

设计新的整合-激发方式

p 设计新的整合方式：

Ø乘法神经元

  Single Multiplicative Neuron 

ØIC神经元

  Inter-Collision Neuron

p 设计新的激活函数：  

ØSigmoid函数

ØTanh函数

ØReLU函数



神经元的激发：阈值函数

● 单极性阈值函数：

�(�) =    1,  � ≥ 0
0,  � < 0

● 多极性阈值函数：

���(�) =    1,  � ≥ 0
−1,  � < 0

● 当结果大于某个阈值的时候，神经元为兴奋状态，输出值为1，小于阈值的时候，
神经元为抑制状态，就输出0或-1。

● 但阈值函数不连续，我们可以设计新的激活函数把输出值变为连续值。



神经元的激发：Sigmoid函数

Sigmoid 函数将输入从 (−���, ���) 映射到 (0,1) 区间。

�������(�) =
1

1 + �−�



神经元的激发：Tanh函数

Sigmoid 函数输出值恒为正值，随层数叠加，会产生累计偏差。

Tanh函数的形状和Sigmoid函数的形状很像，但Tanh函数在坐标系的原点上对称，
是一种均值为0的激活函数。

���ℎ(�) =
�� − �−�

�� + �−� =
2

1 + �−2� − 1



神经元的激发：ReLU函数

当网络层数过多，Sigmoid函数和Tanh函数作为激活函数容易造成梯度消失问题。

ReLU函数只保留正数元素，并将负数元素清零，可以缓解梯度消失问题。

����(�) = max (0, �)



神经元的激发：对比

激活函数 公式 比较

Sigmoid �������(�) =
1

1 + �−�
连续且平滑便于求导；
恒为正值会产生累积偏差，存在梯度消失问题；

Tanh ���ℎ(�) =
2

1 + �−2� − 1 可以减少累积偏差；
存在梯度消失问题；

ReLU ����(�) = max(0, �) 缓解梯度消失问题，收敛速度快；
出现Dead ReLU Problem(神经元坏死现象)；



神经元的整合：乘法神经元

设计思路

从数学结构上进行优化，提升神经元表达
能力

模型结构

用累乘来代替MP神经元中的累加

性能

这种模型可以很好地拟合多项式分布的输
入，在时间序列预测上效果较好



神经元的整合： IC神经元

设计思路

● m2 在碰撞后获得一个向右运动的速度(信息)。对应
方程第一项。

● 碰撞后根据两小球的质量关系决定m1 是否继续向右。
对应方程 relu 项。

（换言之，两小球质量决定了 m1 携带的信息是否重
要到继续向后面的系统传递）

 



神经元的整合： IC神经元

模型结构

Ø  非线性优化：

用一个ReLU函数加强了MP神经元中线性变

换的表达，神经元可从内部分成两部分。

Ø  与MP的参数量和计算量对比：

参数量：其中  �’ 和  �1  量是和神经数量有关的

参数。

计算量：引入计算量主要在求和操作上，对

于同一组输入，所有神经元可以共用一个结果。



神经元的整合： IC神经元

性能
Ø  解决线性不可分问题：

对应 IC神经元公式  �1 = �2 = 0.2805

偏置  �1 =− 0.3506,  �2 = 0.6463

这里我们固定  �’ = 1，如果通过训练寻找  �’，

我们还能找到更优的参数配置

Ø  效果：

在能够引用MP神经元的多种网络模型和具体任务中，通过替换 IC神经元，神经网络的性能能够得
到一定提升且引入的参数量和计算量可以忽略。



神经元的整合：对比

神经元 设计思路 形式化 优点 缺点

MP神经元 生物学启
发 � = �( 

�=1

�

����  −  �) 模型简单且广泛
适用，容易集成

没有学习

乘法神经元 数学结构
优化

� = �( 
�=1

�

���� + ��)
可以很好地拟合
多项式分布的输
入，适合时间序
列预测

延展性差，难
以集成

IC神经元
物理学启
发：弹性
碰撞模型

� = �( 
�=1

�

���� + �  
�=1

�

���� − �′���� +�1 + �2)
提升单个神经元
非线性表达能力，
提升网络性能

存在过拟合问
题



感知机神经元
感知机神经元的概念

感知机神经元的学习
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MP神经元的局限

MP神经元：它是首个通过模仿神经元而成的模型。

但是MP的权值只能事先给定，不能自动确定权值。没有学习！

↓
感知机神经元：模型结构与MP神经元基本相同。

但在MP神经元的基础上提出了学习的概念，设定训练样本和期望输出，通
过学习不断调整实际权值。



什么是学习

人类具有学习能力，人的知识和智慧就是不断的学习与实践中逐渐形成和发
展起来的。

生物神经元的角度

● 学习：是基于外界刺激而不断形成和改变神经元间突触联系的过程。

人工神经元的角度

● 学习：是基于样本数据而不断改变连接权值和拓扑结构的过程。



为什么要学习

人可以通过学习获得进步，神经网络也是如此。

● 遇到复杂问题无法通过手工设计参数和阈值；

● 如果神经元个数很多，不再适合手工设计各个神经元的参数。

↓
● 学习可以让神经元自动化调整参数，无需手工设置；

● 当大量神经元集体进行权值调整的时候，网络就呈现出“智能”的特性，
其中有意义的信息就以分布的形式存储在调节后的权重矩阵中。



感知机神经元

感知机神经元模型
假设输入空间(特征空间)是 � ⊆ ��，输出空间是 Y = {+1, − 1}。 输入� ∊ �表示
实例的特征向量，对应于输入空间(特征空间)的点；输出 � ∊ � 表示实例的类别。
由输入空间到输出空间的如下函数：

�(�) = ���(� ·� + �)

称为感知机。其中，�和�为感知机模型参数，� ⊆ ��叫作权值(weight)或权值向
量 (weight vector)，� ∊ �叫作偏置(bias)，�·�表示�和�的内积。���是符号函
数，即 

���(�) =    +1,  � ≥ 0
−1,  � < 0



感知机神经元

几何解释

线性方程 

� ·� + � = 0

对应于特征空间 ��  中的一个超平面S，其中 � 
是超平面的法向量，b 是超平面的截距。

这个超平面将特征空间划分为两个部分。位于
两部分的点(特征向量)分别被分为正、负两类。

因此，超平面 S  称为分离超平面(separating 
hyperplane)。 



感知机神经元的学习

感知机学习

感知机的学习是找到这个超平面的过程，由训练数据集(实例的特征向量及类别) 

� = {(�1 , �1), (�2 , �2), ⋯, (�� , ��))

其中， ��   ∊ � ⊆ ��， �� ∊ � = {+1, − 1} ，� = 1,2, . . . , �，求得感知机模型，即
求得模型参数� , �。

通过学习得到的感知机模型，对于新的输入实例可以给出其对应的输出类别。 

 



感知机学习算法的基本思路

输入：训练集� = {(�1 , �1), (�2 , �2), ⋯, (�� , ��))
其中�� ∊ �� , �� ∊ {+1, − 1} , � = 1, 2, . . . ,  �
输出： �， �；

1. 对权值�， �进行初始化。

2. 训练集中选取一个样本数据 (�� , ��) 计算实际
输出。

3. 将实际输出��与理想输出��做比较，根据感
知机学习规则调整权值。

4. 转至（2）进行多轮迭代，直到所有样本预测
正确或误差不超过指定范围。



感知机学习算法

学习规则

Ø 随机学习

Ø Hebb学习

Ø 基于误差的学习



感知机学习算法  
学习规则1：随机学习

思路：随机更新权向量w 和偏置 b。

那么：

l在什么范围内给权向量w和偏置b赋值？

l怎么判断随机给出的w和 b 是合适的？

l当判断 w和 b不合适的时候，如何进行调整？



感知机学习算法  
随机学习

解决思路：先给出随机赋值，然后慢慢对赋值进行修正。

● 在什么范围内给权向量 w 和偏置 b 赋值？

答：在一个小范围 (−� , +� ) 内给 w 和 b 赋予初始值

● 怎么判断随机给出的 w 和 b 是合适的？

答：对于输入�，用 w 和 b 算出输出 o，考虑它与真实值 y 的误差 |o−y|<� 是否成立

● 当判断 w 和 b 不合适的时候，如何进行调整？

答：在 w 和 b 上加上一个很小的 (−� , +� ) 范围内的随机数，再重新判断



感知机学习算法  
随机学习

总结：

尽管随机学习效率很低，但其思想简单，实现容易，且具有找到全局最优解
的可能性。结合模拟退火、遗传算法等全局优化算法后，也能够具有一定的
实际应用意义。



感知机学习算法  

学习规则2：Hebb学习

1949年，心理学家D.O.Hebb提出了关于神经网络学习机理的“突触修正”
假设。

该假设指出，当神经元的突触前膜电位与后膜电位同时为正时，突触传导增
强，当前膜电位与后膜电位正负相反时，突触传导减弱。

也就是说，当神经元i与神经元j同时处于兴奋状态时，两者之间的连接强度
应增强。

根据该假设定义的权值调整方法，称为Hebb学习规则。



感知机学习算法  

Hebb学习

● 权值调整量 ∆� 与输入 � 和输出 � 的乘积成比例：

� = �(� ·�)

∆� =  ���

● 权值的新值是

����   = ���� + ∆�  = ���� + ���

● 比例系数 � 叫做“学习率”，决定学习发生的速度。� 越大，权值改变得
越快。



感知机学习算法  

Hebb学习示例

● 输入向量： 

�1 = (1, − 2,1.5,0) ， �2 = (1, − 0.5, − 2, − 1.5) ， �3 = (0,1, −
1,1.5)

● 初始化权值： �0 = (1, − 1,0,0.5)

● 向量点积：���  =  �·�

● 设置阈值函数：� = �(���) = ���(���)

● 权值更新：���� = ���� + ���    (�是学习率）



感知机学习算法  

Hebb学习示例

● 假定学习率 � = 1

Ø 输入第一个样本 �1

���1 = �0 ·�1 = (1)(1) + (−1)(−2) + (0)(1.5) + (0.5)(0) = 3 

�1 = �(���1) = ��� (3) = 1 

�1 = �0 + ��1�1 = (1, − 1,0,0.5) + (1, − 2,1.5,0) = (2, − 3,1.5,0.5) 



感知机学习算法  

Hebb学习示例

Ø 输入第二个样本 �2

���2 = �1 ·�2 = (2)(1) + (−3)(−0.5) + (1.5)(−2) + (0.5)(−1.5) =− 0.25 

�2 = �(���2) = ��� (−0.25) =− 1 

�2 = �1 + ��2�2 = (2, − 3,1.5,0.5) − (1, − 0.5, − 2, − 1.5) = (1, − 2.5,3.5,2) 



感知机学习算法  

Hebb学习示例

Ø 输入第三个样本 �3

���3 = �2 ·�3 = (1)(0) + (−2.5)(1) + (3.5)(−1) + (2)(1.5) =− 3 

�3 = �(���3) = ��� (−3) =− 1 

�3 = �2 + ��3�3 = (1, − 2.5,3.5,2) − (0,1, − 1,1.5) = (1, − 3.5,4.5,0.5) 



感知机学习算法  

基于误差的学习

设 ��  是期望输出，�� = �(� ·��   −  �)是实际输出，则误差：

� = ��   −  ��

权重调整公式为：

∆� =  ���

����   = ���� + ∆�  = ���� + ���



感知机学习算法  

基于误差的学习示例

● 训练样本： 

�1 = (−1,1, − 2,0) ， �1 =− 1；                  �2 = (−1,0,1.5, − 0.5) ， �2 =− 1；

�3 = (−1, − 1,1,0.5) ， �3 = 1；

● 初始化权值： �0 = (0.5,1, − 1,0)

● 向量点积：���  =  �·�

● 设置阈值函数：� = �(��� − �) = ���(��� − �)

● 误差：� = ��   −  ��

● 权值更新：���� = ���� + ���    (�是学习率）



感知机学习算法  

基于误差的学习示例

● 假定学习率 � = 0.1，阈值 � = 0

Ø 输入第一个样本 �1

���1 = �0 ·�1 = (0.5)(−1) + (1)(1) + (−1)(−2) + (0)(0) = 2.5 

�1 = �(���1) = ���(2.5) = 1 

�1 = �0 + �(�1 − �1)�1 = (0.5,1, − 1,0) + 0.1(−1 − 1)(−1,1, − 2,0) = (0.7,0.8, −
0.6,0) 



感知机学习算法  

基于误差的学习示例

Ø 输入第二个样本 �2

���2 = �1 ·�2 = (0.7)(−1) + (0.8)(0) + (−0.6)(1.5) + (0)(−0.5) =− 1.6 

�2 = �(���2) = ���(−1.6) =− 1 

�2 = �1 + �(�2 − �2)�2 = (0.7,0.8, − 0.6,0) + 0.1(−1 − (−1)) (−1,0,1.5, − 0.5) =
(0.7,0.8, − 0.6,0) 

由于 �2 = �2  ，所以 �2= �1



感知机学习算法  
基于误差的学习示例

Ø 输入第三个样本 �3

���3 = �2 ·�3 = (0.7)(−1) + (0.8)(−1) + (−0.6)(1) + (0)(0.5) =− 2.1 

�3 = �(���3) = ���(−2.1) =− 1 

�3 = �2 + �(�3 − �3)�3 = (0.7,0.8, − 0.6,0) + 0.1(1 − (−1)) (−1, − 1，1，0.5) =
(0.5,0.6, − 0.4,0.1) 

Ø 继续输入样本进行训练，直到 � = �� − �� = 0，� = 1,2,3



神经元模型总结
● “多输入——单输出”的结构特征

● 众多的树突为神经信号提供输入通道

● 单一的轴突为神经信号提供输出通道

● “整合——激发”的功能特征

● 整合输入信号：时间整合与空间整合功能

● 激发神经冲动：“全或无”式的兴奋与抑制功能

● 记忆和学习

● 联结权重的存储与更新

● 人工神经元就是一个具有记忆功能的输入权值化的“多输入—单输出”“整合—激发”装置。

● 是一个信息处理单元，一个自动机

● 可以概括各类人工神经元

结构、功能、记忆和学习的方式形成不同的神经元



神经元的应用
单输入-单输出神经元应用

多输入-单输出神经元应用

单个神经元的局限
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单个神经元的应用

回归和分类问题

定义：

● 用�表示输入空间，用�表示输出空间。

● 给定训练集，学习一个映射：ℎ: � ⟼ �，使得ℎ(�)是�的“好”预测。

● 习惯上，方程ℎ被称为一个假设(hypothesis)

● 如果 � 取连续值（例如预测股票价格 ），则这个问题被称为回归问题
(regression)；

● 如果 � 取有限数量的离散值（例如预测股票是涨还是跌），这个问题被称为分类
问题(classification)。

训练集

学习算法

ℎ� 预测�



线性回归

以股票预测问题为例：

假设某只股票近二十天的股价记录如下：

如何通过日期来预测股票价格？

尝试建立一个描述日期与股价关系的方程。



线性回归

● 可以看出来股价和日期非常接近线性关系，不妨假设ℎ(�) = �� + �。

● 这样线性关系的回归问题被称为线性回归(linear regression)。

● 其中�, �为所需求得的参数(parameter)。

● 现在，给定了训练集，为了求得参数还需要一个标准来评价预测ℎ(�)是否
足够“好”。



线性回归

● 线性回归的目标是要得到一条尽可能表示数据分布的线性函数。

● 可以用均方误差表示这一目标：

● 训练集{(�1 , �1), …, (�� , ��)} 大小为�，如下公式

� =
1
�
 
�=1

�

 ℎ(��) − �� 
2

被称为假设ℎ的均方误差(mean squared error)。均方误差越小越“好”。

● 常用最小二乘法最小化均方误差。 



线性回归

最小二乘法：

这样，问题就被化为求

argmin
�,�

 �= argmin
�,�

1
�

 
�=1

�

(��� + � − ��)2

要求使得�最小的�, �，可以用�对它们分别求偏导。



线性回归

��
��

= 2
�
 � ∑�=1

� ��
2 + ∑�=1

� (� − ��)��   (1)

��
��

= 2 �� + ∑�=1
� (��� − ��)           (2)

令两式为零可求得�与�的闭式解(closed-form solution)

对(2)式 :            �� + ∑�=1
� (��� − ��) = 0

⟹ � =
∑�=1

� (�� − ���)
�



线性回归
对(1)式：   

�  
�=1

�

��
2 +  

�=1

�

(� − ��)�� = 0 ⟹ �  
�=1

�

��
2 +  

�=1

�

 
∑�=1

�  �� − ��� 
�

− �� �� = 0

⟹ �   
�=1

�

��
2 −

1
�

 
�=1

�

  
�=1

�

�� �� =  
�=1

�

 �� −
∑�=1

� ��

�
 ��

            ⟹ � =
∑�=1

� � �  � � −
∑�=1
� ��

�  

∑�=1
� � �

2−1
� ∑�=1

� � � 
2  

其中� = ∑�=1
� � �

�
，� = ∑�=1

� � �

�
 为�, �的均值。



线性回归

� =
∑�=1

� ��  �� −
∑�=1

� ��

�
 

∑�=1
� ��

2 − 1
�  ∑�=1

� �� 
2 =

∑�=1
� ���� − ���
∑�=1

� ��
2 − ��2

� =
∑�=1

� (�� − ���)
�

= � − ��

其中 � = ∑�=1
� � �

�
，� = ∑�=1

� � �

�
  为�, �的均值。

此外也可以化成

� =
∑�=1

� (�� − �)(�� − �)
∑�=1

� (�� − �)2



线性回归

将数据代入，可以求得� = 0.5, � = 0.2。

作直线� = 0.5� + 0.2与股票数据进行对比：

除了用最小二乘法还可以用神经元来解决这一问题

0
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3
4
5
6
7
8
9

10
11
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股
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日期



线性回归

设神经元模型为  y = wx + b

1）初始化权重  �，�

2）根据权重计算出一个解 ��  = ��� + �

3）根据均方差求误差 ����(�, �) =   1
2
(�� − ��)2

4）调整权值

�����
��

= �����
�� �

 �� �
��

= (�� − �� ) ��，���� = ���� − � �����
��

�����
��

= �����
�� �

 �� �
��

= (�� − �� )， ���� = ���� − � �����
��

5）是否满足终止条件？不满足的话跳回（2）

� �

�

�

1



线性回归

总结

●  最小二乘法从损失函数求导，直接求得数学解析解；

●  神经元方法是利用导数传递误差，再通过迭代方式一步一步（用近似解）
逼近真实解。



多元线性回归

之前的问题中用于预测股票价格的输入为日期，可以认为特征的维度为1。

而有些时候每个样本有不止一个输入，也即有多个维度的特征，设特征的维
度为�。

将其写作向量形式�� = (��1 , ��2 , …, ���  )�。

此时的线性回归可以写成：

ℎ(��) = �1��1 + �2��2 + … + ����� + �

= ����                                         

其中� = (�1 , �2 , …, ��)�



多元线性回归

此时，对于训练集{(�1 , �1), …, (�� , ��)}，尝试习得

ℎ(��) = ���� + �

使得

ℎ(��) ≃ �� , � = 1,2, …, �

则称为多元线性回归(multivariate linear regression)。

所求的�又被称为特征的权重(weight)，�则称为偏置(bias)。



多元线性回归

类似地，使用最小二乘法来求解。

为书写方便，令

                           � = (�; �)                                                                                                                            

� =  

 

 

�1
� 1

�2
� 1
⋮ ⋮

��
� 1

 

 

 =  

�11 �12 … �1� 1
�21 �22 … �2� 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

��1 ��2 … ��� 1

 

                           � = (�1 , �2 , …, ��)�                                                                                              

也就是将偏置并入权重，并令其对应的输入恒为1，并将整个数据集合并为矩阵形
式。



多元线性回归

此时的均方误差为

� =
1
�
 � − �� 2

 ⋅  为欧几里得范数，优化�以使 � 取最小值

argmin
�

 � = argmin
�

(� − ��)� (� − ��)



多元线性回归

求导得到

��
��

= 2��(�� − �)

令其为零可求得闭式解。

当���满秩或正定时，解

� = (���)−����

若���不满秩，例如当� ≥ �时令�最小的结果不唯一，这里不作深入讨论。



多元线性回归

线性回归的线性方程也可以用如下神经元表示（输入神经元只负责传递数
据）：

在神经元内只对输入进行加权求和，�0和�0表示线性方程中常数项。

这样神经元可用于解决多元线性回归问题。



示例：线性回归预测股票价格

● 假如我们获得了股票20天的波动数据

股票20天波动数据
日期 � � � � �
股价 55.22 56.34 55.52 55.53 56.94
日期 � � � � ��
股价 58.88 58.18 57.09 58.38 38.54
日期 �� �� �� �� ��
股价 57.72 58.02 57.81 58.71 60.84
日期 �� �� �� �� ��
股价 61.08 61.74 62.16 60.80 60.87



单输入单输出

● 采用单输入的神经元进行拟合，模型� = �� + �

● 线性拟合的结果是� = 0.3249� + 55.1073

� �

�

�

1



多输入单输出

● 若假设股票波动不仅与当前日期有关，还与多个前面多个日期相关

● 采用多输入的神经元进行拟合，预测模型为

� = �1�1 + �2�2 + … + ���� + �

��

��

�1

�2

�(����)

�1

�2

1

�

�(�)

�



多输入单输出

● 采用多元线性回归可以求得：

�1 =− 0.2064,  �2 = 0.5659, �3 =− 0.5767, �4 = 1.0369,  � = 10.9260

● 检测该模型的预测结果，第5天56.9746（预测值） \ 56.94（准确值），
第10天59.3102 \ 58.54，第13天58.8806 \ 57.81，第20天60.4564 \ 
60.87

● 相比单元预测模型的预测结果为 56.7318、58.3563、59.3310、61.6053，
可以看出多元线性模型比单元线性模型的预测更为准确



线性分类

以双月模型为例：

有两个“月亮”，标记为“区域A”的月
亮关于y轴对称，标记为“区域B”的月亮
在离y轴距离为r，离x轴距离为d的位置。

两个月亮大小相同，其中：半径为r，宽度
为w。

● d的值越大两个月亮会更加分离

● d的值越小两个月亮会更加靠近



双月模型
● 应用：

感知机神经元也是一种多输入单输出的神
经元，它用于将这两个月亮分离。

● 数据：

训练样本由 2000 个数据点组成，随机从
区域A、B中各自选取1000个点。 

测试样本由 4000个数据点组成，随机从
区域A、B中各自选取2000个点。 

其中标签 �� =  +1，  点� i ∈ 区域�
−1，  点� i ∈ 区域�

 



双月模型
（1）对�0，  �0  进行初始化。

（2）在训练集中选取数据  (� �  ，� � ) 计算输出。

（3）这里使用基于误差的学习规则来更新权值。



双月模型
（4）循环。



双月模型
当  r=10，w=6 且  d=1 时：

图（a）是学习曲线，描述了均方误差MSE和迭代次数之间的关系，三步迭代就趋于收敛了。

图（b）是感知机训练后计算得到的决策边界，能够较好的将测试点分离。

 



单个神经元的局限

线性可分

由��� =0决定的超平面将不同的类别分开，这样将不同类别分开的界限便被称为决策边界
(decision boundary)，而能够由线性的决策边界进行划分的分类问题则被称为线性可分( l inear 
separable)。

单个神经元就可以较好处理线性可分问题。



单个神经元的局限

线性不可分

而现实中的很多分类问题是线性不可分的，如XOR问题。

如果令+1为真，  −1为假，则XOR问题如图所示。其中红色为真类，蓝色为假类。显然，无法找到
一条直线划分两个类别。



单个神经元的局限

线性不可分

在双月模型中如果依然设置  r=10，w=6 ，但设置  d=-4，会得到下面的结果。

图（a）中的学习曲线持续波动，图（b）中的决策边界也不能很好的划分两个月亮



Logistic Regression
● 使用 Sigmoid 激活函数的单个神经元在结构和数学上等价于机器学习中的经典二分类模

型Logistic Regression。

● Logistic Regression 预测每个样本� i属于某类别的概率

�� = �(�� = 1 � i) = σ(� ·� i + �)

σ(�) =
1

1 + �−�

当�大于某阈值（通常设为0.5）时，便认为� i是该类别的正样本，否则� i是负样本。



Logistic Regression
● 极大似然估计提供了一种基于现有样本数据来评估模型参数的方法，其核心思想

是利用已知的样本结果，反向推算最有可能导致这样结果的参数值。

● 例如，当有以下样本数据时

�1 = 1，�(�1  �1) = �1

�2 = 0，�(�2  �2) = 1 − �2

�3 = 1，�(�3  �3) = �3

计算出现样本数据的概率

�(�1 , �2 , �3  �1 , �2 , �3) = �1 ∗ （1 − �2） ∗ �3

�(� �) =  
�=1

�

�� � � (1 − ��)1−� i



Logistic Regression
● 从最大似然概率引出损失函数：

L(�, �) =− log (�(� �)) =−
1
�  

�=1

�

 �� log(��) + (1 − ��)log(1 − ��) 

最小化损失函数需要利用梯度下降算法等优化方法：

�L
�� =−

1
�  

�=1

�

(�� − ��)��

�L
�� =−

1
�  

�=1

�

(�� − ��)



Logistic Regression
神经元模型为 �� = �(�� = 1 �i) = σ(� ·�i + �)

1）初始化权重  �，�

2）根据训练数据集求误差

L(�, �) =−
1
�

 
�=1

�

� � log(� �) − (1 − � �)log(1 − � �)

3）求梯度并更新权重

 ���� = ���� + � 1
�
∑�=1

� (�� − ��)�� ,            ���� = ���� + � 1
�
∑�=1

� (�� − ��)

4）是否满足终止条件？不满足的话跳回（2）



Q&A
Questions and Answers


